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Endlicher Wahrscheinlichkeitsraum
Definition
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Endlicher Wahrscheinlichkeitsraum

Sei

@ ( eine endliche Menge;

@ Pr: Q — R eine Funktion, die jedem Element w € Q eine
Wahrscheinlichkeit zuordnet.

o Pr[w] >0 fiir alle w € Q
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Endlicher Wahrscheinlichkeitsraum
Definition
Zufallsexperiment
Ereignisse

Endlicher Wahrscheinlichkeitsraum

Sei

@ ( eine endliche Menge;

@ Pr: Q — R eine Funktion, die jedem Element w € Q eine
Wahrscheinlichkeit zuordnet.

o Pr{w] >0 firalleweQ
° > ecq Priw]=1
o (£, Pr) ist ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum.
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Endlicher Wahrscheinlichkeitsraum
Definition
Zufallsexperiment
Ereignisse

Wahrscheinlichkeitsraum - roter und blauer Wiirfel

ad

o Mogliche Wiirfelergebnisse:
Q={(i,j):1<1i,j<6}.

(i: roter Wiirfel, j: blauer Wiirfel)
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Endlicher Wahrscheinlichkeitsraum
Definition
Zufallsexperiment
Ereignisse

Wahrscheinlichkeitsraum - roter und blauer Wiirfel

o Mogliche Wiirfelergebnisse:
Q={(i,j):1<ij<6}

(i: roter Wiirfel, j: blauer Wiirfel)

@ Wahrscheinlichkeiten:

1
Prl(i)] =55 1<ij<6.
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Endlicher Wahrscheinlichkeitsraum
Definition
Zufallsexperiment
Ereignisse

Zufallsexperiment

Definition

Ein Zufallsexperiment iiber (€2, Pr) ist eine Prozedur, die beliebig
oft wiederholt werden kann und jedes Mal ein Ergebnis (Element
w € Q) produziert.
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Definition
Zufallsexperiment
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Zufallsexperiment

Definition

Ein Zufallsexperiment iiber (€2, Pr) ist eine Prozedur, die beliebig
oft wiederholt werden kann und jedes Mal ein Ergebnis (Element
w € Q) produziert.

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ergebnis w ist dabei Pr[w].
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Endlicher Wahrscheinlichkeitsraum
Definition
Zufallsexperiment
Ereignisse

Zufallsexperiment

Definition

Ein Zufallsexperiment iiber (€2, Pr) ist eine Prozedur, die beliebig
oft wiederholt werden kann und jedes Mal ein Ergebnis (Element
w € Q) produziert.

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ergebnis w ist dabei Pr[w].

Vorstellung: Das Ergebnis wird aus einer Schale mit Kugeln
gezogen; der Anteil der Kugeln mit Beschriftung w ist Pr|w].
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Endlicher Wahrscheinlichkeitsraum
Definition
Zufallsexperiment
Ereignisse

Zufallsexperiment - roter und blauer Wiirfel

ad

Zufallsexperiment wird ausgefiihrt durch...
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Endlicher Wahrscheinlichkeitsraum
Definition
Zufallsexperiment
Ereignisse

Zufallsexperiment - roter und blauer Wiirfel

ad

Zufallsexperiment wird ausgefiihrt durch...
e Wiirfeln!
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Endlicher Wahrscheinlichkeitsraum
Definition
Zufallsexperiment
Ereignisse

Ereignisse

@ Ein Ereignis ist eine Teilmenge A C Q des
Wahrscheinlichkeitsraums.
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Ereignisse

@ Ein Ereignis ist eine Teilmenge A C Q des
Wahrscheinlichkeitsraums.

o Die Wahrscheinlichkeit von A ist Pr[A] := > 4 Prlw].
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Endlicher Wahrscheinlichkeitsraum
Definition
Zufallsexperiment
Ereignisse

Ereignisse

@ Ein Ereignis ist eine Teilmenge A C Q des
Wahrscheinlichkeitsraums.

o Die Wahrscheinlichkeit von A ist Pr[A] := > 4 Prlw].

o Fir w e Q ist {w} ein Elementarereignis und wird auch
einfach als w geschrieben.

= Wenn By, ..., By disjunkte Ereignisse sind, so gilt

k k
Pr [U B,-] = Z Pr[B;].
i=1 i=1
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Endlicher Wahrscheinlichkeitsraum
Definition
Zufallsexperiment
Ereignisse

Ereignisse - roter und blauer Wiirfel

ad

@ Das Ereignis “Pasch” ist
A={(i,i):1<i<6}
und hat Wahrscheinlichkeit
1 1

PrA] =632 = ;.

o Das Ereignis @® st ein Elementarereignis.
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Endlicher Wahrscheinlichkeitsraum
Definition
Zufallsexperiment
Ereignisse

Ereignisse - roter und blauer Wiirfel

ad

@ Sei B; das Ereignis “roter Wiirfel zeigt /", i =1,2,...,6.
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Endlicher Wahrscheinlichkeitsraum
Definition
Zufallsexperiment
Ereignisse

Ereignisse - roter und blauer Wiirfel

ad

@ Sei B; das Ereignis “roter Wiirfel zeigt /", i =1,2,...,6.

@ Die Ereignissse B; sind disjunkt, also gilt zum Beispiel

Pr[B;UB;] = Pr[roter Wiirfel zeigt 1 oder 2]
1 1 1
r[Bi] + Pr[B:] 6 + 6~ 3
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Zufallsvariablen

2setz der grossen Zahlen
Linearitat des Erwartungswerts

Zufallsvariablen

Sei S = (£, Pr) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum. Eine
Funktion X : 2 — R heisst Zufallsvariable iiber S.
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Zufallsvariablen Definition

Gesetz der grossen Zahlen
Linearitat des Erwartungswerts

Zufallsvariablen

Definition
Sei S = (£, Pr) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum. Eine
Funktion X : 2 — R heisst Zufallsvariable iiber S.

Fiir eine reelle Zahl r € R definieren wir das Ereignis
{X=r} ={weQ: X(w)=r},

wobei wir die geschweiften Klammern in Ausdriicken oft weglassen,
z.B.in Pr[X =r].
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Zufallsvariablen

Zufallsvariablen - roter und blauer Wiirfel

ad

Sei X(i,j) = i+ j die Summe beider Wiirfelaugen.
e Das Ereignis {X =7} ist

{X =7} ={(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(52), (6, 1)}-
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Zufallsvariablen

Zufallsvariablen - roter und blauer Wiirfel

ad

Sei X(i,j) = i+ j die Summe beider Wiirfelaugen.
e Das Ereignis {X =7} ist

{X =7} ={(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(52), (6, 1)}-

@ Es hat Wahrscheinlichkeit

6 1
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Definition

Erwartungswert

Das schwache Gesetz der grossen Zahlen
Linearitat des Erwartungswerts

Zufallsvariablen

Erwartungswert

inition

Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen ist definiert als

E[X]:= ) X(w)Pr[w].

weN
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Definition

Erwartungswert
he Gesetz der grossen Zahlen
s Erwartungswerts

Zufallsvariablen

Erwartungswert

nition

Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen ist definiert als

E[X]:= ) X(w)Pr[w].

weN

Aquivalent,

E[X] = Zr- Pr(X =r],

reR

wobei diese Summe natirlich endlich ist.
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Zufallsvariablen Dt

ssen Zahlen

Erwartungswert - roter und blauer Wiirfel

ad

Sei X(i,j) = i+ j die Summe beider Wiirfelaugen.

6 6
|
E[X] = ZZ(/M)%
i=1 j=1
1 6
= > (6i+21)
36 &
1
= g(6-21+6-21)=7.
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Zufallsvariablen

Das schwache Gesetz der grossen Zahlen

Was sagt E[X] liber X aus?
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Zufallsvariablen

Das schwache Gesetz der grossen Zahlen

Was sagt E[X] liber X aus?

e E[X] ist im allgemeinen nicht der "typische” oder “haufigste”
Wert von X.
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Zufallsvariablen

Das schwache Gesetz der grossen Zahlen

Was sagt E[X] liber X aus?
e E[X] ist im allgemeinen nicht der "typische” oder “haufigste’
Wert von X.

@ Beispiel:

Q={0,1}, Pr[0]=Pr[1]=1/2, X(w)=w.

Hier gilt E[X] = % ein recht untypischer und eher seltener
Wert von X.
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Definition

Erwartungswert

Das schwache Gesetz der grossen Zahlen
Linearitat des Erwartungswerts

Zufallsvariablen

Das schwache Gesetz der grossen Zahlen

Theorem

Seien w1,ws, . ..,w, die Ergebnisse n unabhangiger
Zufallsexperimente iiber (2, Pr). Dann gilt

% D X(wi) —nso0 EIX].
i=1

Das heisst, der durschnittliche Wert von X (iber viele Experimente
konvergiert gegen den Erwartungswert.

GW Treaps



Zufallsvariablen

Das schwache Gesetz der grossen Zahlen - roter und blauer
Wiirfel

ad

Nach einer Million mal wiirfeln (Computer):
@ Durschnittliche Augenzahl 7.04 ~ E[X] =7.
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Zufallsvariablen
Gesetz der grossen Zahlen
Linearitdt des Erwartungswerts

Linearitat des Erwartungswerts

Seien X1, Xo zwei Zufallsvariablen iiber S = (2, Pr). Dann gilt
E[X1 + Xo] = E[X1] + E[X2],

wobei X1 + Xo die Zufallsvariable ist, die durch
(X1 + Xo)(w) := X1(w) + Xo(w) definiert ist.
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Zufallsvariablen

Linearitdt des Erwartungswerts

Linearitat des Erwartungswerts

Seien X1, Xo zwei Zufallsvariablen iiber S = (2, Pr). Dann gilt
E[X1 + Xo] = E[X1] + E[X2],

wobei X1 + Xo die Zufallsvariable ist, die durch
(X1 + Xo)(w) := X1(w) + Xo(w) definiert ist.

Beweis:
EX+X] = > (X +X)(w)Prlw] =) (Xi(w) + Xo(w)) Prw]
weR weN
= Y X(w)Prlw]+ Y Xo(w)Priw] = E[X1] + E[Xp].
weN weN
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Zufallsvariablen
s c 2setz der grossen Zahlen
Linearitat des Erwartungswerts

Linearitat des Erwartungswerts - roter und blauer Wiirfel

ad

@ Definiere Zufallsvariablen X1, Xo durch

X]_(I,_j):I, XZ(I)J):J
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Zufallsvariablen
s c 2setz der grossen Zahlen
Linearitat des Erwartungswerts

Linearitat des Erwartungswerts - roter und blauer Wiirfel

ad

@ Definiere Zufallsvariablen X1, Xo durch

X]_(I,_j):I, XZ(I)J):J

e X = X1 + Xz ist die Summe der Augenzahlen, mit E[X] =7.
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Zufallsvariablen
Gesetz der grossen Zahlen
Linearitat des Erwartungswerts

Linearitat des Erwartungswerts - roter und blauer Wiirfel

ad

@ Definiere Zufallsvariablen X1, Xo durch

X]_(I,_j):I, XZ(I)J):J

e X = X1 + Xz ist die Summe der Augenzahlen, mit E[X] =7.

o Es gilt
{Xi =i} ={(i,j) : 1 <j <6},
also .
. 1 10021
Pr(X =il =, E[Xﬂ:;’a:@-
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Zufallsvariablen
s c 2setz der grossen Zahlen
Linearitat des Erwartungswerts

Linearitat des Erwartungswerts - roter und blauer Wiirfel

ad

e Fiir X, analog:

6
1021
=1
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Zufallsvariablen
v esetz der grossen Zahlen
tat des Erwartungswerts

Linearitat des Erwartungswerts - roter und blauer Wiirfel

ad

e Fiir X, analog:

6
1021
=1

@ Linearitat:

E[X] = E[X1 + X2] = E[X1] + E[X3] = %2 =T.
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Definition

Bedingte Wahrscheinlichkeit Totale Wahrscheinlichkeit

Bedingte Wahrscheinlichkeit

Definition
Seien A, B C Q zwei Ereignisse, B # (). Die Wahrscheinlichkeit von
A, gegeben B, ist

Pr[An B]

Pr[A| B] = Pr[B]
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Definition

Bedingte Wahrscheinlichkeit Totale Wahrscheinlichkeit

Bedingte Wahrscheinlichkeit

Definition

Seien A, B C Q zwei Ereignisse, B # (). Die Wahrscheinlichkeit von
A, gegeben B, ist

Pr[An B]

Pr[A| B] = Pr[B]

Bemerkung: Es gilt g Prw | B] = 1, also definiert die
bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion Prg : B — R, mit

Prg[w] = Prlw | B]

einen bedingten Wahrscheinlichkeitsraum (B, Prg).
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Definition

Bedingte Wahrscheinlichkeit Totale Wahrscheinlichkeit

Bedingte Wahrscheinlichkeit - roter und blauer Wiirfel

ad

Was ist die Wahrscheinlichkeit, einen Pasch zu wiirfeln (Ereignis
A), gegeben, dass wir keine 6 wiirfeln (Ereignis B)?
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Definition

Bedingte Wahrscheinlichkeit Totale Wahrscheinlichkeit

Bedingte Wahrscheinlichkeit - roter und blauer Wiirfel

ad

Was ist die Wahrscheinlichkeit, einen Pasch zu wiirfeln (Ereignis
A), gegeben, dass wir keine 6 wiirfeln (Ereignis B)?
e Esgilt AnB ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5)}, also
Pr[AN B] =5/36.

GW Treaps



Definition

Bedingte Wahrscheinlichkeit Totale Wahrscheinlichkeit

Bedingte Wahrscheinlichkeit - roter und blauer Wiirfel

ad

Was ist die Wahrscheinlichkeit, einen Pasch zu wiirfeln (Ereignis
A), gegeben, dass wir keine 6 wiirfeln (Ereignis B)?
o Esgilt AN B = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5)}, also
Pr[AN B] =5/36.
e Pr[B] =1— Pr[C], wobei C das Ereignis "6 gewiirfelt” ist:

¢ ={(1,6),...,(5,6),(6,6),(6,5),...,(6,1)}, also
Pr[C] =11/36 and Pr[B] = 25/36.
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Definition

Bedingte Wahrscheinlichkeit Totale Wahrscheinlichkeit

Bedingte Wahrscheinlichkeit - roter und blauer Wiirfel

ad

Was ist die Wahrscheinlichkeit, einen Pasch zu wiirfeln (Ereignis
A), gegeben, dass wir keine 6 wiirfeln (Ereignis B)?
o Esgilt AN B = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5)}, also
Pr[An B] =5/36.
e Pr[B] =1— Pr[C], wobei C das Ereignis "6 gewiirfelt” ist:
C ={(1,6),...,(5,6),(6,6),(6,5),...,(6,1)}, also
Pr[C] =11/36 and Pr[B] = 25/36.
e Es folgt:

Pr[ANB] 5 36 1

Pr[A| B] = =22
PATBl="50E T3 25 5
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Definition

Bedingte Wahrscheinlichkeit Totale Wahrscheinlichkeit

Wenn B, ..., By eine Partition von Q bilden, dann gilt

k
Pr[A] =) Pr[A| B]Pr[B],
i=1

fiir jedes Ereignis A.
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Definition

Bedingte Wahrscheinlichkeit Totale Wahrscheinlichkeit

Theorem

Wenn B, ..., By eine Partition von Q bilden, dann gilt

k
Pr[A] =) Pr[A| B]Pr[B],
i=1

fiir jedes Ereignis A.

Beweis:

k k k
> PrlA|B]Pr[B]=> Pr[AnB]=Pr| J(An B,-)] = Pr[A].
i=1 i=1 i=1
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Definition

Bedingte Wahrscheinlichkeit Totale Wahrscheinlichkeit

Totale Wahrscheinlichkeit - roter und blauer Wiirfel

ad

Was ist die Wahrscheinlichkeit, einen Pasch zu wiirfeln, gegeben,
dass wir (mindestens) eine 6 wiirfeln?

o A— “PaSCh”, Bl = “keine 6 geWUrfe|t”, B2: “mindestens
eine 6 gewiirfelt”
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. - . Definition
Bedingte Wahrscheinlichkeit Totale Wahrscheinlichkeit

Totale Wahrscheinlichkeit - roter und blauer Wiirfel

ad

Was ist die Wahrscheinlichkeit, einen Pasch zu wiirfeln, gegeben,
dass wir (mindestens) eine 6 wiirfeln?
@ A = "Pasch”, By = "keine 6 gewiirfelt”, Bo= "“mindestens

eine 6 gewiirfelt”
_1 _ 25 _u _ 1
o Pr[A| Bi] =g, Pr[Bi] = 5, Pr[B2] = 35, Pr[A] = &.
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. - . Definition
Bedingte Wahrscheinlichkeit Totale Wahrscheinlichkeit

Totale Wahrscheinlichkeit - roter und blauer Wiirfel

ad

Was ist die Wahrscheinlichkeit, einen Pasch zu wiirfeln, gegeben,
dass wir (mindestens) eine 6 wiirfeln?
@ A = "Pasch”, By = "keine 6 gewiirfelt”, Bo= "“mindestens
eine 6 gewiirfelt”

) PI‘[A | Bl] = %, PI‘[B]_] = %—27 Pr[Bz] = %’ PI‘[A] — %
o Es folgt:
Pr[A] — Pr[A| B1] Pr[Bi] 1
Pr[A| By] = S
r[A| B P[] .
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Definition
Bedingter Erwartungswert

Bedingter Erwartungswert

Definition

Sei X eine Zufallsvariable und B ein nichtleeres Ereignis. Der
Erwartungswert von X, gegeben B, ist

E[X | B]:= > X(w)Prlw|B] =) X(w)Prg[w]

weN weB
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Definition
Bedingter Erwartungswert

Bedingter Erwartungswert

Definition

Sei X eine Zufallsvariable und B ein nichtleeres Ereignis. Der
Erwartungswert von X, gegeben B, ist

E[X | B]:= > X(w)Prlw|B] =) X(w)Prg[w]

weN weB

Bemerkung: E[X | B] ist also der “normale” Erwartungswert von
X|g (Einschrankung von X auf B) iiber dem bedingten
Wahrscheinlichkeitsraum (B, Prg).
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Definition
Bedingter Erwartungswert

Bedingter Erwartungswert - roter und blauer Wiirfel

ad

Was ist die erwartete Augenzahl, gegeben, dass die beiden Wiirfel
sich um genau 1 unterscheiden?
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Definition
Bedingter Erwartungswert

Bedingter Erwartungswert - roter und blauer Wiirfel

ad

Was ist die erwartete Augenzahl, gegeben, dass die beiden Wiirfel
sich um genau 1 unterscheiden?
e B=
{(1,2),(2,3),(3,4),(4,5),(5,6),(2,1),(3,2),(4,3),(5,4), (6,5)}-
e Fiir alle w € B gilt
Priw]  1/36 1

Profw] = Prlwl Bl = 505 = 10736 ~ 10°
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Definition
Bedingter Erwartungswert

Bedingter Erwartungswert - roter und blauer Wiirfel

ad

Was ist die erwartete Augenzahl, gegeben, dass die beiden Wiirfel
sich um genau 1 unterscheiden?

o Also

5 5
1
E[X]B]:E (2i+1 fo—i-g 2J+1 =T.
i=1 j=1
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Definition
Bedingter Erwartungswert

Bedingter Erwartungswert - roter und blauer Wiirfel

ad

Was ist die erwartete Augenzahl, gegeben, dass die beiden Wiirfel
sich um genau 1 unterscheiden?

e Also
5 1 5
E[X | B] = 2/4—1——1— 2+1 =17.
X 181=3 00+ g+ 351

@ Es kommt auch 7 heraus, gegeben, dass die beiden Wiirfel
sich um eine feste Zahl unterscheiden.

GW Treaps



Definition
Bedingter Erwartungswert

Bedingter Erwartungswert - roter und blauer Wiirfel

ad

Was ist die erwartete Augenzahl, gegeben, dass die beiden Wiirfel
sich um genau 1 unterscheiden?

e Also
5 1 5
E[X]B]—IZ;ZIJr 0+J_§;21+1 =7.

@ Interpretation: Selbst wenn Ihr Kollege, der verdeckt wiifelt,
lhnen stets die Differenz der beiden Wiirfel nennt, kdnnen Sie
langfristig keine bessere Vorhersage machen als 7.
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Definition
Bedingter Erwartungswert

Totaler Erwartungswert

Wenn By, ..., By eine Partition von Q bilden, dann gilt fiir jede
Zufallsvariable X:

k
E[X] =) E[X|Bj]Pr[B]].
i=1
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Definition
Bedingter Erwartungswert

Totaler Erwartungswert

Wenn By, ..., By eine Partition von Q bilden, dann gilt fiir jede
Zufallsvariable X:

k

E[X] =) E[X|Bj]Pr[B]].
i=1
Beweis:
k k
> EX|BIPr[B]=> (Z X(w)Prlw | B,-]) Pr[B]]
i=1 i=1 \we

> X(w ZPr[wyB]Pr[B]_ > X(w)Prlw] = E[X].

we weN
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Definition
Bedingter Erwartungswert

Totaler Erwartungswert - roter und blauer Wiirfel

ad

Sei X(i,j) = ij das Produkt der beiden Augenzahlen, B; das
Ereignis “roter Wiirfel zeigt i".

Bi—{(i,j):1<j<6} Pr[B]= %
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Definition
Bedingter Erwartungswert

Totaler Erwartungswert - roter und blauer Wiirfel

ad

Sei X(i,j) = ij das Produkt der beiden Augenzahlen, B; das
Ereignis “roter Wiirfel zeigt i".

Bi—{(i,j):1<j<6} Pr[B]= %
o E[X|B]=Y0,ijPr[(ij)] B]=2

1/6

o EX)= %, X | BIPrIB] = X, B =22 = %,

GW Treaps



Markov-Ungleichung

Markov-Ungleichung

Definition
Sei X eine nichtnegative Zufallsvariable (d.h. X(w) > 0 fiir alle
w € Q). Dann gilt

1
Pr[X > tE[X]] < o t>1.
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Markov-Ungleichung

Markov-Ungleichung

Definition
Sei X eine nichtnegative Zufallsvariable (d.h. X(w) > O fiir alle
w € Q). Dann gilt

1
Pr[X > tE[X]] < o t>1.

Beweis: By = {X > tE[X]} und B, = {X < tE[X]}.
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Markov-Ungleichung

Markov-Ungleichung

Definition
Sei X eine nichtnegative Zufallsvariable (d.h. X(w) > O fiir alle
w € Q). Dann gilt

1
Pr[X > tE[X]] < o t>1.

Beweis: By = {X > tE[X]} und B, = {X < tE[X]}. Nach dem
Satz vom totalem Erwartungswert gilt

E[X] = E[X|Bi]Pr[Bi]+ E[X | B:]Pr[B;]
> tE[X]Pr[Bi] +0=tE[X]Pr[X > t E[X]].
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Markov-Ungleichung

Markov-Ungleichung

Definition
Sei X eine nichtnegative Zufallsvariable (d.h. X(w) > O fiir alle
w € Q). Dann gilt

1
Pr[X > tE[X]] < o t>1.

Beweis: By = {X > tE[X]} und B, = {X < tE[X]}. Nach dem
Satz vom totalem Erwartungswert gilt

E[X] = E[X|Bi]Pr[Bi]+ E[X | B:]Pr[B;]
> tE[X]Pr[Bi] +0=tE[X]Pr[X > t E[X]].

Umformen: Pr[X > tE[X]] < 1.
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Markov-Ungleichung

Markov-Ungleichung - roter und blauer Wiirfel

ad

Die Wahrscheinlichkeit, 10 oder mehr Augen zu wiirfeln, betragt
fiir alle € > 0 hochstens

10 — 7
Pr[X> 0 6'7]<

7 10—¢’
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Markov-Ungleichung

Markov-Ungleichung - roter und blauer Wiirfel

ad

Die Wahrscheinlichkeit, 10 oder mehr Augen zu wiirfeln, betragt
fiir alle € > 0 hochstens

10 — 7
Pr[X> 0 6'7]<

7 10—¢’

Also 7
Pr(X > 10] < —.
X =100 < 75
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Markov-Ungleichung

Markov-Ungleichung - roter und blauer Wiirfel

ad

Die Wahrscheinlichkeit, 10 oder mehr Augen zu wiirfeln, betragt
fiir alle € > 0 hochstens

10 — 7
Pr[X> 0 6'7]<

7 10—¢’

Also 7
Pr(X > 10] < —.
X =100 < 75

Das ist nicht die bestmdgliche Schranke; die Markov-Ungleichung
ist meistens nicht “scharf”.

GW Treaps



Gute und schlechte Biume
Konstruktion
At cheinlichkeitsraum
artete Tiefe des kleinsten Schliissels
tete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Zur Erinnerung...

Bindre Suchbdume konnen gut (kleine Hohe) oder schlecht (grosse
Hohe) sein.
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Gute und schlechte Baume

Konstruktion

Wahrscheinlichkeitsraum

Erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Konstruktion eines zufalligen Suchbaums Bs mit
Schliisselmenge S

,

leer, falls S = @, und

I B -
\ = =\ x € S zufillig, sonst.

GW Treaps



Gute und schlechte Baume

Konstruktion

Wahrscheinlichkeitsraum

Erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Konstruktion eines zufalligen Suchbaums Bs mit
Schliisselmenge S

( leer, falls S = @, und

x € S zufillig, sonst.

e S<¥:={seS:s<x}
e % :={seS:s>x}

GW Treaps



Gute und schlechte Baume
Konstruktion
Wahrscheinlichkeitsraum
tete Tiefe des kleinsten Schliissels
E tete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Wahrscheinlichkeitsraum der Bs

Zuféllige Suchbdume

Fiir festes S bilden die moglichen Baume Bg einen
Wabhrscheinlichkeitsraum Q.
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Gute und schlechte Baume
Konstruktion

Wahrscheinlichkeitsraum

Erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels

Zuféllige Suchbdume

Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Wahrscheinlichkeitsraum der Bs

Fiir festes S bilden die moglichen Baume Bs einen
Wahrscheinlichkeitsraum Q.

Beispiel: S ={1,2,3}.

@ 5 mogliche Baume mit ihren Wahrscheinlichkeiten

fere g

6 6 R

w

6 6
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Gute und schlechte Baume
Konstruktion
Wahrscheinlichkeitsraum

ete Tiefe des kleinsten Schliissels

Zuféllige Suchbdume

E ete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Wahrscheinlichkeitsraum der Bs

Fiir festes S bilden die moglichen Baume Bs einen
Wahrscheinlichkeitsraum Q.

Beispiel: S ={1,2,3}.

@ 5 mogliche Baume mit ihren Wahrscheinlichkeiten
1 1 1 1
6 3 6 6

@ 1/3: Schliissel in der Wurzel ist 2.
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Gute und schlechte Baume
Konstruktion

Wahrscheinlichkeitsraum

Erwartete s kleinsten Schliissels

Zuféllige Suchbdume

Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Wahrscheinlichkeitsraum der Bs

Fiir festes S bilden die moglichen Baume Bs einen
Wahrscheinlichkeitsraum Q.

Beispiel: S ={1,2,3}.

@ 5 mogliche Baume mit ihren Wahrscheinlichkeiten
1 1 1 1 1
6 6 3 6 6

@ 1/3: Schliissel in der Wurzel ist 2.

@ 1/6 (links): Schliissel in der Wurzel ist 1, Schliissel im rechten
Kind ist 2.

1

GW Treaps



Gute und schlechte Baume

Konstruktion

Wahrscheinlichkeitsraum

Erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Rang eines Elements

Definition

Fiir S C R ist der Rang von x € S definiert als

rg(x) = rgs(x) i= 1+ |{y € S:y < x}| .
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Gute und schlechte Baume

Konstruktion

Wahrscheinlichkeitsraum

Erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Rang eines Elements

Definition

Fiir S C R ist der Rang von x € S definiert als

rg(x) = rgs(x) i= 1+ |{y € S:y < x}| .

Das heisst, das kleinste Element von S hat Rang 1.

GW Treaps



Gute und schlechte Baume

Konstruktion

Wahrscheinlichkeitsraum

Erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Rang eines Elements

Definition
Fiir S C R ist der Rang von x € S definiert als

rg(x) = rgs(x) i= 1+ |{y € S:y < x}| .

Das heisst, das kleinste Element von S hat Rang 1.

Fiir einen Baumknoten v ist rg(v) der Rang seines Schliissels.

GW Treaps



Gute und schlechte Baume

Konstruktion

Wahrscheinlichkeitsraum

Erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Tiefe eines Schliissels in Bs

leer, falls S =0, und
B ()
A A x € S zuféllig, sonst.
Definition

Die Zahl dpg(y) definiert durch

/A

0, falls y = x,
dgs(y) =4 1+ds.,(y), fallsy < x, und
1+dg,.,(y), sonst.

heisst Tiefe von y bzgl. Bs.
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Gute und schlechte Baume

Konstruktion

Wahrscheinlichkeitsraum

Erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zufallsvariable fiir die Tiefe des Schliissels vom Rang i

Zuféllige Suchbdume

Definition

Seien i,n e N,i < n. D,(,i) ist die Zufallsvariable fiir die Tiefe des
Schliissels vom Rang i in Bs.
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Gute und schlechte Baume

Konstruktion

Wahrscheinlichkeitsraum

Erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Zufallsvariable fiir die Tiefe des Schliissels vom Rang i

Definition
Seien i,n e N,i < n. D,(,i) ist die Zufallsvariable fiir die Tiefe des
Schliissels vom Rang i in Bs.

D, := D" ist die Zufallsvariable fiir die Tiefe des kleinsten
Schliissels in Bs.
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Gute und schlechte Baume

Konstruktion

Wahrscheinlichkeitsraum

Erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Zufallsvariable fiir die Tiefe des Schliissels vom Rang i

Definition
Seien i,n e N,i < n. D,(,i) ist die Zufallsvariable fiir die Tiefe des
Schliissels vom Rang i in Bs.

D, := D" ist die Zufallsvariable fiir die Tiefe des kleinsten
Schliissels in Bs.

Ziel: Berechne E[D,)], die erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels!

GW Treaps



Zuféllige Suchbdume

Kleine Falle

e E[D;] =0.
("] E[Dz] = %

GW

Gute und schlechte Baume

Konstruktion

Wahrscheinlichkeitsraum

Erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels
artete Hohe eines zufilligen Suchbaums




Gute und schlechte Bdume
Konstruktion
Wa

Zuféllige Suchbdume rscheinlichkeitsraum

rtete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Kleine Falle

e E[Ds] =0.
o E[D,] =
o E[D3] =

=

0=
-0

%@@”@%@@@D

1 1 1 1
6 3 6 6

A= N
cmH I\)\H

o

=
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Gute und schlechte Baume

Konstruktion

Wahrscheinlichkeitsraum

Erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Die Rekursionsgleichung

Ereignis B;: Rang der Wurzel ist i.
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Gute und schlechte Baume

Konstruktion

Wahrscheinlichkeitsraum

Erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Die Rekursionsgleichung

Ereignis B;: Rang der Wurzel ist i.
Nach totalem Erwartungswert gilt:

n

E[D)] = ) E[D,|B]- Pr[B] .

i=1 —1/n

GW Treaps



Gute und schlechte Baume

Konstruktion

Wahrscheinlichkeitsraum

Erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Die Rekursionsgleichung

Ereignis B;: Rang der Wurzel ist i.
Nach totalem Erwartungswert gilt:

n

E[D)] = ) E[D,|B]- Pr[B] .
i=1 ™ :Vl/n
0, falls i =1, und
EDn[Bi] = { 1+ E[D;—4], sonst. ’

Beweis: die erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels, gegeben, dass
die Wurzel x von Bs Rang i > 1 hat, ist 1 plus die erwartete Tiefe
des kleinsten Schliissels in Bg<x, einem zufilligen Suchbaum mit

i — 1 Schliisseln.

GW Treaps



Gute und schlechte Baume
S, " Konstruktion
Zufslli ichbaum "
ufallige Suchbaume Wahrscheinlichkeitsraum
Erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Berechnung von E[D,]

Sei d, := E[D,]. Wir haben die Rekursionsgleichung

: falls n=1, und
Yoo (1+di—1), sonst.

3= O

hergeleitet.
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Gute und schlechte Baume

Konstruktion

Wahrscheinlichkeitsraum

Erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Berechnung von E[D,]

Sei d, := E[D,]. Wir haben die Rekursionsgleichung

d.-10 falls n =1, und
" %27:2(1 +di_1), sonst.

hergeleitet. Um diese zu I6sen, benutzen wir nun einen typischen
Trick.

GW Treaps



Gute und schlechte Baume

Konstruktion

Wahrscheinlichkeitsraum

Erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Berechnung von E[D,]

Sei d, := E[D,]. Wir haben die Rekursionsgleichung

d.-10 falls n =1, und
" %27:2(1 +di_1), sonst.

hergeleitet. Um diese zu I6sen, benutzen wir nun einen typischen
Trick.

Fir ne N, n > 3 gilt

nd, = (n—1)+di+doa+...+dp—2+ds—1, und
(n—l)dn_l (n—2)—|—d1+d2+...+dn_2

GW Treaps



Gute und schlechte Baume

Konstruktion

Wahrscheinlichkeitsraum

Erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Berechnung von E[D,]

Fir ne N, n > 3 gilt

nd, = (n—1)+di+do+...+dp_2+dy,1, und
(n—l)d,,_l = (n—2)—i—d1+d2—|—...+dn_2

GW Treaps



Gute und schlechte Baume

Konstruktion

Wahrscheinlichkeitsraum

Erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Berechnung von E[D,]

Fir ne N, n > 3 gilt

nd, = (n—1)+di+do+...+dp_2+dy,1, und
(n—l)d,,_l = (n—2)—i—d1+d2—|—...+dn_2

Subtraktion:

nd,—(n—1)dp—1 =1+ d,1
< nd, =1+ nd,_1

1
& dp=—-+d,—1 firn>3.
n
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Gute und schlechte Baume

Konstruktion

Wahrscheinlichkeitsraum

Erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Berechnung von E[D,]

Wir haben: d, = 1 +d,_y fiir n > 3.
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Gute und schlechte Baume
Konstruktion
Wahrscheinlichkeitsraum

rtete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Berechnung von E[D,]

Wir haben: d, = 1 +d,_y fiir n > 3.

Zusammen mit d; =0 und db = % bekommen wir

1 1 1
dn = *+dn—1:*+ +dn—2:"'
n n n-—1
1 1 1
= 4+ +...4+=+ do =H,—1,
n n-—1 3 ~~

1/2

wobei H, := "7, % die n-te Harmonische Zahl ist.

1=

GW Treaps



Gute und schlechte Baume

Konstruktion

Wahrscheinlichkeitsraum

Erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Berechnung von E[D,]

Die erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels in einem zufalligen
Suchbaum (iber n Schliisseln betrigt

H,—1<Inn.
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Gute und schlechte Baume

Konstruktion

Wahrscheinlichkeitsraum

Erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Berechnung von E[D,]

Die erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels in einem zufalligen
Suchbaum (iber n Schliisseln betrigt

H,—1<Inn.

Achtung: Das heisst aber noch lange nicht, dass jeder Schliissel
erwartetete logarithmische Tiefe hat, und erst recht nicht, dass die
erwartete Hohe (das Maximum aller Tiefen) im Erwartungswert
logarithmisch in n ist.
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Gute und schlechte Baume

Konstruktion

At cheinlichkeitsraum

E tete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Zufallsvariable fiir die Hohe

Seien i,ne N,i < n.

ist die Zufallsvariable fiir die Hohe von Bs.
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Gute und schlechte Baume
Konstruktion
cheinlichkeitsraum
E ete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Zufallsvariable fiir die Hohe

Seien i,ne N,i < n.

ist die Zufallsvariable fiir die Hohe von Bs.

e E[X,] scheint aufgrund des Maximums schwierig zu sein.

GW Treaps



Gute und schlechte Baume

struktion

rscheinlichkeitsraum
Erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Zufallsvariable fiir die Hohe

Seien i,ne N,i < n.

ist die Zufallsvariable fiir die Hohe von Bs.

e E[X,] scheint aufgrund des Maximums schwierig zu sein.

@ Es gilt nicht
E[max(Xl,Xg)] = max( E[Xl], E[X2]).

Im Gegenteil, das ist im allgemeinen véllig falsch.
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Gute und schlechte Baume
Konstruktion
ahrscheinlichkeitsraum
Er ete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Noch ein Trick...

E[X,] = log28%l < log E[2X"}

n
(i) ()
— log E[zmax?:l D ] <lgE| Y 2%
i=1, iist Blatt
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Gute und schlechte Baume

struktion

rscheinlichkeitsraum
Erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Noch ein Trick...

E[X,] = log28%l < log E[2X"}

n
(i) (7)
— log E[zmax?:l D ] <lgE| Y 2%
i=1, iist Blatt

o Erstes <: Jensens Ungleichung
o Zweites <:

n
n (i) n () n () (7)
omaxi_y Do — (R oDn” — max 2Pn < E 20
i=1 i=1, i ist Blatt i =
i=1, iist Blatt
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Gute und schlechte Baume
Konstruktion
ahrscheinlichkeitsraum
Er ete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Noch ein Trick...

E[X,] = log28% < log E[zx"}

n
(i) (7)
= log E[2max7:1 Dn } <log E E 2bn
i=1, iist Blatt

GW Treaps



Gute und schlechte Baume
Konstruktion
cheinlichkeitsraum
E ete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Noch ein Trick...

E[X,] = log28% < log E[zx"}

n
(i) (7)
= log E[2max7:1 Dn } <log E E 2bn
i=1, iist Blatt

Definiere
n

Zy = Z 2D'(’i).

i=1,iist Blatt

die Summe der “exponentiellen Tiefen” aller Blatter.
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Gute und schlechte Baume

struktion

rscheinlichkeitsraum
Erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Noch ein Trick...

E[X,] = log28% < log E[zx"}

n
(i) (7)
= log E[2max7:1 Dn } <log E E 2bn
i=1, iist Blatt

Definiere
n

Zy = Z 2D'(’i).

i=1,iist Blatt
die Summe der “exponentiellen Tiefen” aller Blatter.
e Zyp=0,7; =1 (ein Blatt, mit exponentieller Tiefe 20 — 1)
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Gute und schlechte Baume
Zuféllige Suchbdume

Er ete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Noch ein Trick...

E[X,] = log28% < log E[zx"}

n
(i) (7)
= log E[2max7:1 Dn } <log E E 2bn
i=1, iist Blatt

Definiere
n

Zy = Z 2D'(’i).

i=1,iist Blatt
die Summe der “exponentiellen Tiefen” aller Blatter.
e Zyp=0,7; =1 (ein Blatt, mit exponentieller Tiefe 20 — 1)
e Z, =2 (ein Blatt, mit exponentieller Tiefe 2! = 2)

GW Treaps



Gute und schlechte Baume
Zuféllige Suchbdume

Er ete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Noch ein Trick...

E[X,] = log28% < log E[zx"}

n
(i) (7)
= log E[2max7:1 Dn } <log E E 2bn
i=1, iist Blatt

Definiere
n

Zy = Z 2D'(’I).
i=1,iist Blatt
die Summe der “exponentiellen Tiefen” aller Blatter.
e Zyp=0,7; =1 (ein Blatt, mit exponentieller Tiefe 20 — 1)
e Z, =2 (ein Blatt, mit exponentieller Tiefe 2! = 2)
o E[Z;] =4

GW Treaps



Gute und schlechte Baume

Konstruktion

Wahrscheinlichkeitsraum

Erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Die Rekursionsgleichung

Fiir n > 2,

E[Z)] = Z E[znyrg(wurzel) =] Pr[rg(Wurzel) il
= (EZ T HZ, ) —1/n
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Gute und schlechte Baume

Konstruktion

Wahrscheinlichkeitsraum

Erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Die Rekursionsgleichung

Fiir n > 2,

E[Z)] = Z E[Z, yrg(wurzen_,] Pr[rg(Wurzel) il .
=l (EZ i+ EZ, ) —1/n

Beweis: Gegeben, dass die Wurzel x Rang i hat, sind Bs<x und
Bs>x zufillige Suchbdume mit jeweils i — 1 und n — i Schliisseln,
deren Blatter zusammen genau die Blatter von Bs enthalten. Die
exponentielle Tiefe jedes Blattes ist in Bs doppelt so gross wie im
entsprechenden Teilbaum.
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Gute und schlechte Baume

Konstruktion

At cheinlichkeitsraum

E tete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Berechnung von E[Z,]

Sei z, := E[Z,]. Wir haben die Rekursionsgleichung

0, falls n =0,
Znp = 1, falls n=1, und
45 1Zi_1, sonst.

hergeleitet.
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Gute und schlechte Baume
Konstruktion
cheinlichkeitsraum
E ete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Berechnung von E[Z,]

Sei z, := E[Z,]. Wir haben die Rekursionsgleichung

0, falls n =0,
Znp = 1, falls n=1, und
45 1Zi_1, sonst.

hergeleitet. Um diese zu [6sen, benutzen wir nun einen typischen
Trick.

GW Treaps



Gute und schlechte Baume

struktion

rscheinlichkeitsraum
Erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Berechnung von E[Z,]

Sei z, := E[Z,]. Wir haben die Rekursionsgleichung

0, falls n =0,
Znp = 1, falls n=1, und
45 1Zi_1, sonst.

hergeleitet. Um diese zu [6sen, benutzen wir nun einen typischen
Trick. Firne N,n > 3 gilt

nz, = 4z+z1+...+2,-2+2,-1), und
(n—1)zp-1 = Hz2o+z1+ ...+ 2zp-2)
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Gute und schlechte Baume
Konstruktion
hrscheinlichke um
Erwartete Tiefe nsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Berechnung von E[Z,]

Fir ne N,n > 3 gilt

nz, = 4zo+z+...4+2,-2+2,-1), und
(n—1)zp-1 = Hz2o+z1+...+ 2zp-2)

GW Treaps



Gute und schlechte Baume
Zuféllige Suchbdume

Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Berechnung von E[Z,]

Fir ne N,n > 3 gilt

nz, = 4zo+z+...4+2,-2+2,-1), und
(n—1)zp-1 = Hz2o+z1+...+ 2zp-2)

Subtraktion:

nzp—(n—1)zp—1 = 4z,1
< nzp=(n+3)zp-1

Zn Zp—1 z2

(n+3)(n+2)(n+1) - (n—|—2)(n—|—1)n:.“: 5-4.
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Gute und schlechte Baume

Konstruktion

Wahrscheinlichkeitsraum

Erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Berechnung von E[Z,]

Die erwartete Summe der exponentiellen Tiefen aller Blatter in
einem Suchbaum (iber n Schliisseln betrigt

(n+3)(n+2)(n+1)
30 ’
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Gute und schlechte Baume

Kol ktion

Wa einlichkeitsraum

Erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Berechnung von E[Z,]

Die erwartete Summe der exponentiellen Tiefen aller Blatter in
einem Suchbaum (iber n Schliisseln betrigt

(n+3)(n+2)(n+1)
30 ’

n

i 2 1
E[X,] <log E Z 2D£) = log (n+3)(n3+0 J(n+1) < 3logn.

i=1, iist Blatt
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Gute und schlechte Baume

Konstruktion

Wahrscheinlichkeitsraum

Erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

Berechnung von E[X,]

Die erwartete Héhe eines zufalligen Suchbaums iiber n Schliisseln
betragt héchstens

3log, n.

GW Treaps



Gute und schlechte Baume
Konstruktion
hrscheinlichke um
Erwartete Tiefe nsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

“Tail Estimates”

Markov-Ungleichung:

pr|z,5n. (1O £2)(n+ D] T
30 n
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Gute und schlechte Baume

struktion

rscheinlichkeitsraum
Erwartete Tiefe des kleinsten Schliissels
Erwartete Hohe eines zufilligen Suchbaums

Zuféllige Suchbdume

“Tail Estimates”

Markov-Ungleichung:

prlz, > n. (n+3)(n+2)(n+1) <1

30 n

Das heisst:

1
Pr[X, > 4log, n] < =,
n

somit gilt, dass die Hohe nicht nur im Erwartungswert, sondern mit
hoher Wahrscheinlichkeit proportional zu log, n ist!

GW Treaps



Zuriick zu Treaps

Was bedeutet das fiir Treaps?

@ Treap: Suchbaum iiber n Schliisseln,

e in dem jedes Element eine zufillige Prioritat hat, und
o der bzgl. dieser Prioritdten ein Heap ist.
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Zuriick zu Treaps

Was bedeutet das fiir Treaps?

@ Treap: Suchbaum iiber n Schliisseln,

e in dem jedes Element eine zufillige Prioritat hat, und
o der bzgl. dieser Prioritdten ein Heap ist.

@ = Jeder Schliissel hat mit gleicher Wahrscheinlichkeit die
hochste Prioritdt und ist damit die Wurzel.

@ Ein Treap mit zufalligen Prioritdten “ist” ein zufalliger
Suchbaum!

@ Die erwartete Hohe eines Treaps mit zufilligen Prioritaten ist
hochsten 3 log, n.
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Zuriick zu Treaps

Was bedeutet das fiir Treaps?

In einem Treap mit n Elementen ist die erwartete Zeit fiir das
Suchen, das Einfiigen oder das Léschen eines Elements mit hoher
Wahrscheinlichkeit proportional zu logs, n.

GW Treaps
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