
Woche 7
Lineare Transformationen zwischen Vektorräumen

Def 4.26 Seien V W zwei Vektorräume Eine

Funktion T V W heisst lineare Transformation

zwischen Vektorräumen wenn Linearität für alle

n z
V und in.dz ER gilt

NEEEE
Bisher V IR W Rm
Anderes Beispiel Matrix Flachdrücken

V R w R T E
siehe
Lecture

Das ist bijektiv umkehrbar Lemma 4.27 plan

Def 4.2 Sei T V W lineare Transformation

bijektiv Dann heissen V und W isomorph und T

ist Isomorphismus zwischen V und W

Beispiele
V IR W IR T die Flachdrichtransformation

V Polynome von Grad2 W IR T pop pax
Pp

Berechnung von Basen der fundamentalen Unterräume 14.3

Spaltenraum A Zeilenraum RCA Nullraum N A
ER ER IR



Basiert auf A R Gauss Jordan

Ü31 Wenn R in RREF in.is Jr dann

hat A die unabh Spalten an Positionen in Iz Ir
und diese Spalten bilden eine Basis von A

Insbesonderegilt dim AN rang R p

Beweis Unabh Spalten Basis von A

Lemma 4 19 und R gibt uns ihre Positionen in A

Theorem 3.18 Also dim AI r Def 4 25

und rang A r Def 2 10

Zeilenraum

Theorem 4.32 Wenn R in RREF i ja Jr dann

bilden die ersten r Zeilen von R eine Basis von R A

Insbesondere gilt dim RCA r



Beweis R MA mit M
invertierbarYaem3

IS

R und A haben den gleichen Zeilenraum Lemma3 5

Die r Nichtrullzeiten von R spannen den Zeilenraun von R

bereits auf und sind linear unabhängig private Nichtnullen

beiden Stufen Also sind die ersten r Zeilen nach Def

eine Basis von RCA und dim R A p

Theorem 4.33 Sei A eine mxn Matrix Dann

gilt rang A rang AT

Beweis

rang A dim C AI r Theorem 4.31

rang AT dim AT dim RCA p Theorem4.32

REI CAT

Korollar4.34 Sei A eine mxn Matrix mit Rangr

H



Dann gilt min m n

Beweis r Füg It Ehm Anzahl Spalten
AnzahlZeilen

Nullraum

E
Lemma 3.3 NCAI NCR NIR

Dimension Basis per Beispiel
NIR R x D und das kann so

geschrieben werden

E LEITLEIEIL
O

da E 2 F
NIR ist isomorph IR und hat deshalb
Dimension n rf Lemma 4.27

T E E
ENTRY ER

ist eine bijektive lineare Transformation zu jeder
möglichen Ausgabe führt genau eine Eingabe



Ez die fehlenden Werte xn.rs erhalten wir

aus

Basis von NCA NCR Eingaben die zu

den Ausgaben es ez euer führen Theorem 4.36

Zusammenfassung

Alle Lösungen von Ax b 4 4

Def 4.37 Sei A mxn Matrix b IR Die

Menge Sol A b ER Ax D IR

ist der Lösungsraum von Ax b

kein Unterraum wem b 0 weil dann 0 So A b

siehe Lemma 4 9

So A O NCA



So A b verschobener Nullraum

Theorem 4.38 Sei s eine Losing von Ax b

Dann gilt Sol A b Stx NCAI

Beweis i Für jedes ye So A b gibt es XENIA

mit y Sex Um das zu sehen

y s LEIF
Dann Ax Aly s Ay As b b 0

ii Für jeden Vektor y sex mit N A gilt

ye Sol A b Um das zu sehen

Ay AlsH As Ax b

Theorem 4.39 Sei A mxn Matrix von Rang r

Wenn A b eine Losing hat dann hat Sol A b

Dimension nur wobei

dim SollA b dim NCAA



Berechnung von Sol A b berechne irgendeine Lösung

s Gauss Jordan Theorem 3.20 und eine Basis

B v1 v2 vor von NCA Theorem 4 36 Dann

Sol A b s Efd v X ER für ie n r


